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 אינטגרלים קוויים ושימושיהם 

 .'פרמטרית של עקומים חשובים  ההצג'* מומלץ בחום לעיין בנספח 
 

 שאלות 

 Iי מסוג ואינטגרל קו 

) את האינטגרלחשבו  1-4בשאלות  , )
C

f x y ds:כאשר , 

1) 2: cos , sin , 0 2 ; ( , ) 1C x t y t t f x y x= =    = − 

 

2) : sin , 1 cos , 0 ( , )C x t t y t t f x y x= − = −    = 

 

3) ( , )f x y x y= +; C  של ישר המחבר את   קטע( )O )עם   0,0 )A 1,2. 

 

4) 2( , )f x y x y= +; C היקפו של OAB  :( ) ( ) ( )O 0,0 , A 0,1 , B 1,0. 

 

 

) את האינטגרלחשבו  5-6בשאלות  , , )
C

f x y z ds:כאשר , 

5) 2 2 2: cos , sin , 0 ; ( , , )C x t y t z t t f x y z x y z= = =    = + + 

 

6) 2 3 31 1
: , , 0 3 ; ( , , ) 3

32
C x t y t z t t f x y z x z= = =   = + 

 

 

2/3  אורך העקוםאת חשבו  (7 2/3 1x y+ =. 

 

cosסליל עשוי תיל דק מיוצג על ידי  (8 , sin , 2 (0 )x t y t z t t = = =  . 

)אם פונקציית הצפיפות היא  ,הסליל מסתאת חשבו  , , )x y z kz = ( 0)k . 
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2y x= 

1y = 

 IIאינטגרל קווי מסוג 

 :ושבח 10-9בשאלות 

9) 2 2

2
: cos , sin 0 ; 2 ( )

C
C x t y t t xydx x y dy


= =   + + 

 

10) 2 2: , 0 1 ; (2 ) ( )
C

C x t y t t x y dx x y dy= =   + + − 

 

2חשבו   (11

C
ydx x dy+, כאשר  C  (2,4)לנקודה  (0,0)  נקודהמהמסלול, 

 נתון ע"י המשוואה:  C-ו

2y . א x= 

2y .ב x= 

 

חשבו   (12
(4,2)

(1,1)
( ) ( )x y dx y x dy+ + −, אם העקום נתון על ידי: 

2yהפרבולה  . א x=. 

 .קו ישר .ב

)-מ ים הישריםוהקו . ג )- ל 1,1( )- ומשם ל 1,2( )4, 2. 

2העקום   .ד 22 1, 1x t t y t= + + = +. 

 

2חשבו   (13

C
x ydx xdy+, כאשר המסלול  C  מתואר בציור: 

 

 
 
 
 

    

)2חשבו   (14 )
C

x y dx dy− +, כאשר המסלול  C  :מתואר בציור 

 

 

 

 

  

 

(0,0) (1,0) 

(1,2) 

1
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) אם (15 ) ( ) ( )2 2( , , ) 3 6 2 3 1 4x y z x yz y xz xyz= − + + + −F i j k, 

את האינטגרל הקווי חשבו 
C

F dr, לאורך המסלולים:   ,(1,1,1)- ל (0,0,0)-מ 

2 . א 3, ,x t y t z t= = = 

 .(1,1,1)- ומשם ל (0,1,1)- , משם ל(0,0,1)- ל (0,0,0)-הקוים הישרים מ .ב

 .(1,1,1)-ו (0,0,0)הישר המחבר את  . ג

 

את האינטגרל הקווי חשבו  16-17בשאלות 
C

F dr:כאשר , 

16) ( ) ( )2 3 2 3( , ) , , ( ) , , 0 1F x y x y y x r t t t t= − = −   

 

17) ( ) ( )3 2( , , ) sin ,cos , , ( ) , , , 0 1F x y z x y xz r t t t t t= = −   

 

)3שדה הכוח  נתון  (18 , ) ( )x y x y x y= + −F i j. 

2y על חלקיק שנע על הפרבולההשדה  שמבצע עבודהאת החשבו  . א x= 

)- מ  .(1,1)עד   −(2,4

)עד  (1,1)- אילו החלקיק היה נע מ התשובהכיצד הייתה משתנה  .ב 2,4)−? 

 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת החשבו  (19 , , )x y z yz xz xy= + +F i j k, 

2חלקיק הנע  לאורך העיקול   על 3( ) (0 1)t t t t t= + +  r i j k. 

 

 

 סימוןהערת 

 בסימונים שונים בספרות המקצועית: IIמסוג י וקו אינטגרל 

( ) ( )

( ) ( )1 2 3 1 2 3

, , , ,

, , , ,

C C C

C C C

dr f g h dx dy dz fdx gdy hdz

dr A A A dx dy dz A dx A dy A dz

 =  = + +

 =  = + +

  

  

F

A
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 תשובות סופיות 

1)  

2) 
16

3
 

3) 
3 5

2
 

4) 
5

( 2 1)
6

+ 

5) 
2

2 (1 )
3


 + 

6) 
567

2
 

7) 6 

8) 25k 

9) 
1

3
 

10) 
4

3
 

א.  (11
28

3
ב.    

32

3
 

א.  (12
34

3
ד.    14ג.   11ב.   

32

3
 

13) 
1

2
 

14) 
4

5
 

ג.   −3ב.    2א.  (15
6

5
 

16) 
59

105
− 

17) 
6

sin1 cos1
5
− − 

 −3ב.    3א.  (18

19) 1 

1
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 פרמטרית של עקומים חשובים ההצג

 דוגמה הצגה פרמטרית  עקום

 

( )( )y f x a x b=   

 

( ), ( )x t y f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

y x x

x t y t t

=  



= =  

 

 

( )( )x f y a y b=   

 

( ), ( )y t x f t a t b= =   

( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

x y y

y t x t t

=  



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = =  
 

) נגד כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2 2x y r+ = 

 מעגל

 

( )cos , sin 0 2x r t y r t t = = −  

) עם כיוון השעון  )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 
 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = =   

) נגד כיוון השעון  )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= =  

 

 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 אליפסה 

 

( )cos , sin 0 2x a t y b t t = = −  

 עם כיוון השעון 
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t 

+ =



= = −  

 

 
ישר פרמטרי  

 במישור 

0מהנק'   0( , )x y 

1לנק'   1( , )x y 

 

( )

0 1 0

0 1 0

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

t

= + −

= + −

 

 

,1)ישר פרמטרי מהנק'  ,3)לנק'  (2 4) 

( )

1 2

2 2

0 1

x t

y t

t

= +

= +

 

 

 
ישר פרמטרי  

 במרחב 
מהנק'  

0 0 0( , , )x y z 

1לנק'   1 1( , , )x y z 

 

( )

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( )

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

z z t z z

t

= + −

= + −

= + −

 

 

,1)- ישר פרמטרי מ  (4,7,9)-ל(2,3

( )

1 3

2 5

3 6

0 1

x t

y t

z t

t

= +

= +

= +

 

 

 

1
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אינפי 3
פרק 2 - שדות משמרים - אי תלות במסלול

תוכן העניינים

1. שדות משמרים - אי תלות במסלול י 6
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 תלות במסלול-אי –שדות משמרים 

 שאלות 

 ; הוא שדה משמר F האם וקבע 1-6בשאלות 

  -כך ש , פונקציהמצאו אם כן,  =F. 

1) ( )( , ) 6 5 ,5 4x y x y x y= + +F 

 

2) ( , ) y xx y xe ye= +F i j 

 

3) ( )2( , ) 2 cos cos , sin sinx y x y y x x y x= − − −F 

 

4) 2( , , ) 2yx y z z e xz−= + +F i j k 

 

5) ( ) ( )2, , 3x y z yz xz xy z= + + +F i j k 

 

6) ( )2( , , ) ,2 ,x y z z yz y=F 

 

) נתון האינטגרל (7 ) ( )2 3 2 2

(3,4)

(1,2)

6 6 3xy y x y xydx dy− −+. 

,1)אינו תלוי במסלול המחבר את  שהאינטגרל הוכיחו  . א ,3)-ו (2 4). 

 את האינטגרל בשתי דרכים שונות. חשבו  .ב

 

)את האינטגרל חשבו  (8 )3 2 2

(3,1)

(1,4)

2 1 3xy dx x y dy+ +. 

 

) את האינטגרלחשבו  (9 ) ( )
(2,1)

4 2 3

(1,0)
2 3 4xy y dx x xy dy− + + −. 

 

)יהי  (10 , ) y yx y e xe= +F i j . שמבצע השדה על חלקיק הנע על  עבודהאת המצאו

21y x= )-ל (1,0)- מ ,− 1,0)−. 

 

1

פרק 2שדות משמרים - אי תלות במסלול
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) את האינטגרלחשבו  (11 ) ( ) ( )
(2,1, 1)

3 2 2 2

(1, 1,1)
2 6 6 2 3xz y dx x yz dy x z y dz

−

−
+ + − + −. 

 מובן פיסיקאלי לתוצאה.  נות
 

נתון שדה וקטורי  (12
2 2

2 2 2 2

x y y x

x y x y

+ −
=  + 

+ +
F i j,  מסלולים:  3ונתונים 

2 2
1 : 1L x y+  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי   =

2 2

2 : 1
16 9

x y
L +  .)עם כוון השעון( בכיוון השלילי  =

2 2
3 : ( 10) ( 7) 1L x y− + −  )נגד כיוון השעון(. בכיוון החיובי  =

 :וחשב

  . א
1L

dr F    .ב
2L

dr F   .ג
3L

dr F 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (13

)את השדה הווקטורי  ושרטט . א ) 2 2 2 2
, ,

y x
x y

x y x y

 −
=  

+ + 
F ברביע ,

 הראשון.

)בתחום  .ב ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  ,  נסמן
2 2 2 2

,
y x

f g
x y x y

−
= =

+ +
. 

yכי  הוכיחו  .1 xf g=  .בתחום הנתון 

 מר על סמך התוצאה בסעיף הקודם?שמ האם ניתן לקבוע שהשדה .2

 )מסעיף ב(. D שהשדה הנתון )מסעיף א( אינו שדה משמר בתחוםהוכיחו  . ג

שהשדה הנתון משמר בחצי המישור הימני הוכיחו  .ד

( ) 2, | 0D x y R x=  , את פונקציית הפוטנציאל, במקרה זה.מצאו ו 

)עתה נתון השדה בתחום  .ה ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  , 

 את חשבו
C

d F r כאשר ,C  עקומה סגורה חלקה סביב הנקודה( )0,0. 

 
  

1
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)נתון השדה הווקטורי  (14 ) 2 2 2 2
, ,

x y
x y

x y x y

 
=  

+ + 
F, 

)בתחום  ) ( ) ( ) 2, | , 0,0D x y R x y=  . 

 את השדה הווקטורי ברביע הראשון. ושרטט . א

נסמן   .ב
2 2 2 2

,
x y

f g
x y x y

= =
+ +

. 

yכי  הוכיחו  .1 xf g=  .בתחום הנתון 

 האם ניתן לקבוע שהשדה משמר על סמך התוצאה בסעיף הקודם? .2

 הנתון הוא שדה משמר.שהשדה הוכיחו  . ג
 

 

 הערת סימון
 :  שדה וקטורי בסימונים שונים בספרות המקצועית

( )

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z x g x y z y h x y z z

A A A

= + +

=

= + +

= + +

F i j k

F

F

A i j k
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 תשובות סופיות 

1) 2 2( , ) 3 5 2x y x xy y = + + 

 השדה אינו משמר.  (2

3) 2( , ) cos sinx y x y y x = − 

4) 2( , , ) yx y z xz e −= − 

5) 3( , , )x y z xyz z = + 

 השדה אינו משמר.  (6

 236ב.   הוכחה.שאלת א.  (7

8) 58− 

9) 5 

10) 2− 

)- עבודה שנעשית בהזזת גוף מ =15 (11 )1, )-ל −1,1 )2,1,  .C לאורך ,−1

 0ג.  −2ב.    2א.  (12

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר. .ii הוכחה.שאלת . i ב. ראו בעמוד הבא.א.  (13

arctanהוכחה; שאלת ד.  הוכחה.שאלת ג. 
y

k
x

 =  2ה.   +

 לא ניתן לקבוע שהשדה משמר.  .2 הוכחה.שאלת  . 1ב.  .ראו בעמוד הבאא.  (14
 הוכחה.שאלת ג. 
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 שרטוטים

 סעיף א:   13 שאלה

 

 

 סעיף א:   14שאלה 

 

1
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אינפי 3
פרק 3 - משפט גרין

תוכן העניינים

1. משפט גרין י 11
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2y x= 

1y = 

  משפט גרין 

 שאלות 

 .את משפט גרין ואשר 3-1שאלות ב

את האינטגרל  וחשב ,כלומר
C

fdx gdy+  ואת האינטגרל( )x y

R

g f dA−, 

 שהם שווים זה לזה. ווהרא

1) 2

C

x ydx xdy+ ; המסלול  C מתואר בציור:     

 

 

  
 

2) 2( )
C

x y dx dy− +  ;המסלול  C :מתואר בציור 

 

 

 
 

3) 2 3 2( ) ( 2 )
C

x xy dx y xy dy− + − ,C הוא ריבוע שקדקודיו :

(0,0), (2,0), (2,2),  בכיוון החיובי. (0,2)
 

)שמבצע שדה הכוח  עבודהאת ה וחשב (4 ) ( )3 3( , ) cosxx y e y y x= − + +F i j 

2 על מעגל היחידהחלקיק הנע  על 2 1x y+  ,, בכיוון הפוך לכיוון השעון=

   ומשלים הקפה אחת.
 

) האינטגרלאת  וחשב (5 )2tan cos
2

y y

C

x
e dx xe y y dy
 
 
 

− + +,  כאשרC הוא 

2האיחוד של העקומים  28 ,y x y x= −  . ברביע הראשון, עם כיוון השעון =
  

 

 

2 
 
 
 

  1    
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) את האינטגרל וחשב (6 )( )2 22 cos sin cos 2x y x y

C

e ydx e y y xy dy− −− + + +, 

הוא חצי האליפסה  Cכאשר  2 24 4, 0x y y+ =   מהנקודה( )2,0 

) לנקודה )2,0−. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

 ,Cשהשטח החסום על ידי עקום סגור פשוט   וחיהוכ . א

 יל ידנתון ע
1

2
C

xdy ydx−. 

את שטח האליפסה  וחשב .ב
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =. 

 

)נתון האינטגרל הקווי  (8 ) ( )3 2 2 3 23 3 3 3 sin
C

x x y xy y dx x y x y dy+ + + + −, 

 נגד כיוון השעון. סגורה  מסילה פשוטה Cכאשר 
 האינטגרל?מהו הערך המקסימלי של 

 הוא מתקבל?  Cעבור איזו מסילה  

 

 ,C שלא קיימת עקומה פשוטה, סגורה וגזירה למקוטעין  וחיהוכ (9

3ת שטח במישור, והמקיימת  מ החוס 3 0
C

y dx x dy− + =. 

 

 ו אתחשב (10
( ) ( )2 2 2 2

4 4

4 4C

x y x y
dx dy

x y x y

− −
+

 +  +
:כאשר , 

)הוא המעגל  C . א ) ( )
2 2

3 2 1x y− + − =. 

)הוא המעגל  C .ב ) ( )
2 2

1 2 144x y− + − =. 

 היא מסילה כלשהי סביב הראשית. C . ג

  

1
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 תשובות סופיות 

 . 0.5הערך המשותף הוא  (1

 . 0.8הערך המשותף הוא  (2

 . 8הערך המשותף הוא  (3

4) 1.5 

5) 0.5sin64 

6) 4

4

8 1

3
e

e
+ − 

 abב.   א. הוכחה.  (7

הערך המקסימלי הוא  (8
6

4


2, עבור המסילה  2: 1C x y+ =. 

 הוכחה. (9

ב.    0א.  (10
2


ג.   

2


 

1
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אינפי 3
פרק 4 - וקטורים גיאומטרים, פונקציות וקטוריות, אופרטורים וקטורים

תוכן העניינים

1. מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת י 14

2. שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב י 16

3. גרדינט, דיברגנץ ורוטור י 17

4. וקטורים י 19

5. פונקציות וקטוריות של משתנה ממשי י 26

13

13
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 מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת 

 שאלות 

 נתון:  (1

1 0 0

0 , 1 , 1

1 1 0

u v w

     
     

= = =
     
     
     

.  

): וחשב )u v w . 

 

)שטח המשולש שקדקודיו:  את וחשב (2 ) )A 8, 2,3 ,  B 4, 1,( ) (2 ,  C 8,0, 4= − −. 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (3 ,u v w  .במרחב 

,0  ידוע כי 0, | | 0u v u w u =  = . 

0v  כי וחיהוכ w =. 
 

u,נתונים שני וקטורים  (4 v .במרחב 

|,  ידוע כי | 1, | | 4u v u v⊥ = =. 

)  וחשב ) ( )u v u v+  − . 

 

נתון  (5

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 10

u v w

     
     

= = =     
     
     

. 

 :וחשב

) . א )u v w   ב. ( )v w u   ג . ( )u v w   

 

 :חשבו את נפח (6

A(1,1,1)המקבילון שקדקודיו  . א ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 

A(1,1,1)הפירמידה שקדקודיה  .ב ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 
 

A(2,2,5)את נפח הפירמידה שקדקודיה  וחשב (7 ,B(1, 1, 4) ,C(3,3,10) ,D(8,6,3)− −. 
 

1
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 . a,b,cנתון מקבילון הבנוי על וקטורים  (8

a,aוקטורים  והבנוי על ה ,כי נפח המקבילון וחיהוכ -b,a + b - 4c, 
 מנפח המקבילון הנתון.  4שווה לפי 

,נתונים שלושה וקטורים  (9 ,u v w  .במרחב 

כי   וחיהוכ ( ) ( ) ( ) 2 ( )u v v w u w w u v+  + + =  . 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (10 ,u v w במרחב . 

)  ידוע כי ) 4u v w  =. 
 :וחשב

) . א )u w v  ב. ( )v w u  ג . ( )w u v  ד. ( )v u w  

 

 במרחב.  a,b,cנתונים שלושה וקטורים  (11

 ?a×b×cמהי הנוסחה עבור  
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

1

0

1

− 
 
 
 − 

 

2) 22.5S = 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 8 

 −3ג.   −3ב.    −3א.  (5

 1ב.   6א.  (6

7) 
1

9
3

 

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 4ד.   4ג.   4ב.   −4א.  (10

 אין לו נוסחה. (11

1
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 שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב

 שאלות 

 :שהנקודות הבאות נמצאות על מישור אחד וחיהוכ (1
A (1,2,1) , B(1,1,1) , C (2,1,2) , D(2,2,2)= =. 

 

)את מרחק הנקודה   ומצא (2 )A 3, 2,1− 

: מהישר ( 10,8, 8) (2, 1,2)L t− − + −. 
  

 נתונים שני ישרים: (3

1 2,
2 4

: 3 : 7 5 , 3
2 3

x z
L y L x y z

− −
= − = + = − = 

 שהישרים מצטלבים. וחיהוכ . א

 את המרחק בין הישרים.  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

2) 26 

 5.7735ב.    הוכחה.שאלת א.  (3

1
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 גרדיאנט, דיברגנץ ורוטור

 שאלות 

)יהיו  (1 , , ), ( , , )x y z x y zF G ים.ישדות וקטורים כלל 
 הוכיחו:

) . א ) ( ) ( )div div div+ = +F G F G 

) .ב ) ( ) ( ) + =  +F G F G 

 
)יהי  (2 , , )x y zF ותהי  ,שדה וקטורי( , , )x y z =  .פונקציה 

)  כיהוכיחו  ) ( )div div  =   +F F F. 

 
)יהי  (3 , , )x y zF  שדה וקטורי ותהי( , , )x y z =  .פונקציה 

)כי  הוכיחו  . א )div rot 0=F. 

) ו בניסוח אחרא ) 0  =F. 

)כי  הוכיחו  .ב )rot grad 0 =. 

)או בניסוח אחר ) 0  =. 

 
)יהיו  (4 , , ), ( , , )x y z x y zF G שדות וקטורים כללים 

)  כיהוכיחו  ) ( ) ( )+ = +curl F G curl F curl G. 

 
)יהי  (5 , , )x y zF.שדה וקטורי 

)כי  הוכיחו  ) ( )2  = − + F F F. 

 

 בעמוד הבא סיכום הנוסחאות של גרדיאנט דיברגנץ ורוטור.* 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 
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 הגדרה )גרדיאנט של פונקציה( 

 
)נתונה פונקציה סקלרית  , , )x y z =. 

grad מוגדר על ידי gradהמסומן  הגרדיאנט של  , ,
x y z

  
 

   
=  =  

   
 . 

 
 )דיברגנץ וקרל של שדה וקטורי(הגדרה 

 
)  יהי , , ) ( , , ) ( , , )f x y z g x y z h x y z= + +F i j k  . 

 , כך:divFהמסומן  Fהדיברגנץ של  מגדירים את  

       ( )

div

div , , , ,

div x y z

f g h
x y z

f g h

= 

   
=  

   

= + +

F F

F

F

. 

 
   :, על ידיcurlFהמסומן  Fשל   curl -המגדירים את  

   

( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

y z z x x y

f g h
x y z

x y z

f g h

y z x yx z

f hg h f g

h g f h g f

= 

   
=  

   

  
=
  

    

   = − + 

= − + − + −

curlF F

curlF

i j k

curlF

curlF i j k

curlF i j k  
 

 
 .curlFבמקום  rotFהערה: יש הרושמים 

1
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 וקטורים

 .uu,: הם .סימונים מקובלים נוספיםuכך   uקטור  ואנו נסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u.  סימון מקובל נוסף הוא|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ואת נוסחת כל אחד מה רשמו (1 R,S  .שבאיור 
 הנח שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בנוסחת אמצע קטע. היעזרו רמז: 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (3
 . על פי השרטוט uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

 

 נתון משולש ששיעורי קדקודיו נתונים. הבא בשרטוט (4
 . את שיעורי מפגש התיכונים במשולשמצאו  

  

 

 

 

  

8    

11 

10 
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 ל הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:ענו ע (5

)אם נתונות הנקודות  EFאת הווקטור מצאו   . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך. (6
 .vומהו הווקטור   uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

u -אם נתון ש ,z-ו x  ,yאת  מצאו   (7 v=   4)כאשר, 1,2)u = −,

( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

ABכי   הראו . א DE=. 

ADכי  גם האם ניתן לומר  .ב BC= ? .נמקו 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בפתרון בנוסחת אמצע קטע. היעזרו אין ל* 

 
  

4  

7 

6 
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)  קטוריםונתונים הו 10-16בשאלות  3,1, 4)u = −, (4, 2, 6)v = − ,2,6)-ו − 5)w = −. 

 את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית. הסבירו  16-ו ,14 ,13 שאלות* ב

 חשבו: (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 חשבו: (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) ( , )d u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,3) נתונות הנקודות 17-19בשאלות  1,2) , (4,2, 1) , (1, 3,0)C B A− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − −. 

 כי המרובע הוא מקבילית. הוכיחו 
 

  

1
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 טרפז. כי המרובע הוא הוכיחו  . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 :v-ו uאת הזווית שבין הווקטורים  חשבו  (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

 שקדקודיו הם: ABCאת שטחו של משולש מצאו   (23

( ) ( ) ( )A 3, 2,1  , B 0,3, 2  , C 5, 1,0− −. 

 

)נתונים הווקטורים  (24 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 , 0היא  v-ומכפלתו ב 0היא  u-שמכפלתו ב wוקטור  מצאו 

 .70אם ידוע שגודלו הוא

 

,3)  םוקטור שמאונך לשני הווקטורימצאו  (25 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0)קטור וושמרחקו מהו
 

 ל שני הסעיפים הבאים: ענו ע (26

|כי  הוכיחו  . א | | |u v u v u v⊥  + = −. 
 הגיאומטרי של תכונה זו במישור.מהו הפירוש הסבירו 

2כי  הוכיחו  .ב 2 2| | | | | |u v u v u v⊥  + = +. 
 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישור.הסבירו 

 
 הוכיחו: (27

2 . א 2 2| | | | 2 | |u v u u v v+ = +  + 

2 .ב 2 2| | | | 2 | |u v u u v v− = −  + 

2 . ג 2( )( ) | | | |u v u v u v− + = − 

2 .ד 2 2 2| | | | 2 | | 2 | |u v u v u v+ + − = + 

 לתוצאה במישור.פירוש גיאומטרי  נות

) .ה )2 21
| | | |

4
u v u v u v+ − − =  

1

פרק 4וקטורים גיאומטרים, פונקציות וק...

22

22



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

,יהיו  (28 nu v אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה.0-וקטורים שונים מ , 

2נגדיר   , 3a u v b u v= − = + . 

 ?-ל שווה cosאז  ,b- ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו  (29 2, nw w  אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0-וקטורים שונים מ , k. 

1יהי  2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של 
1w? 

 

,יהיו  (30 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני. v-ו u-ש וחיהוכ

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 ב. לא. .שאלת הוכחהא.  (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

)א.  (11 )2.5, 1, 3.5− )ב.   − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 .שאלת הוכחה (20

 ב. כן.  .שאלת הוכחהא.  (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  

23) ABC 10.173S  יח"ש. =

24) ( )3, 6,5− − 

25) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

 .שאלת הוכחה (26

 .שאלת הוכחה (27

28) 
1

50
 

1

פרק 4וקטורים גיאומטרים, פונקציות וק...

24

24



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

29) 
5

4
k 

 שאלת הוכחה. (30

1
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 פונקציות וקטוריות של משתנה ממשי

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

)את תחום ההגדרה של   ומצא . א )r t 0וקטור וואת ה( )r t , 

)כאשר  )( ) cos , ln , 2r t t t t= − 0-ו − 4t =. 

2sinאת המשוואות הפרמטריות   מורש .ב , cos , cosx t y t z t= = =, 
 כמשוואה וקטורית אחת )כפונקציה וקטורית(.

 את ההצגה הפרמטרית המתאימה למשוואה )לפונקציה(מו רש . ג

)וקטורית  וה )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 

 ובהצגה וקטורית:  בהצגה פרמטרית את העקומה הנתונה מורש (2

2 . א 29 4 36x y+  .ב (xy)במישור     =
1 0

4 2 2 1 0

x y z

x y z

− + − + =


− − − =
 

 . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .ד 

2 2

2

z x y

z y

 = +


= +

 

 .ה
2 2

2

9x y

z x

 + =


=
 .ו 

2 24

2

z x y

z x

 = +


=
 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (3 )2 2( ) 21 ,21 1,10 tr t t t e= −. 

 :וחשב ,ג- בסעיפים א 

 . א
1

lim ( )
t

r t
→

 

)' .ב )r t 

 . ג
1

0

( )r t dt 

1t-האם הפונקציה הנתונה רציפה ב .ד =? 

 האם הפונקציה הנתונה חלקה?  .ה

  

1
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)נתונה:   (4 )4( ) cos 4 ,sin 4 ,r t t t t=. 

: וחשב . א
| ' |

, ,
dr dr d r

dt dt dt
. 

 שהפונקציה מסעיף א' חלקה. וחיהוכ .ב

 

)הווקטורית  הפונקציהנתונה  (5 )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= . 

 הפונקציה.  את וגזר . א

)המשיק לעקומה  ,הישראת משוואת   ומצא .ב )4( ) sin 4 , ,tr t t te t= 0-בt =. 

משיק לעקומה ה ,ישראת משוואת ה  ומצא . ג
2

2

y z

x y

 =


=
 .A(1,1,1)בנקודה  ,

2וקטורית ולפונקציה ה משיק יחידה  ומצא .ד 2( ) (sin , , )tr t t e t=, 0-בt =. 

 

)העקומה נתונה  (6 )2( ) , ,5r t t t=. 

שבה הישר המשיק מקביל למישור   על העקומה, נקודה ומצא . א
6 4 3 0x y z− + − =. 

)משוואה של המישור, הניצב לעקומה   ומצא .ב )( ) 3sin , 2cos ,r t t t t= − , 

0.5t-ב =. 
 שהוא ניצב לעקומה בנקודה מסוימת, אם הוא ניצב למשיק בנקודה זו(  , )אומרים על מישור

 

)נתון  (7 )( ) 3sin ,3cos , 4r t t t t=. 

 .r( של B( והבינורמל )N(, נורמל היחידה )Tאת משיק היחידה ) וחשב

 

)תהי  (8 )r t  .פונקציה וקטורית במרחב תלת ממדי 

|שאם  וחיהוכ . א ( ) |r t קבוע לכל t אז ,( ) '( ) 0r t r t =. 

)כלומר,  )r t ו-'( )r t .ניצבים זה לזה 

)שנורמל היחידה  וחיהוכ .ב )N t,  ניצב למשיק היחידה( )T t. 

 

)נתונה פונקציה וקטורית  (9 )2 3( ) , ,r t t t t=. 

 את משוואת המישור הניצב, מישור היישור ומישור הנישוק,   ומצא
2t- המתאימים ל =. 

  

1
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)נתון  (10 )( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t=. 

 פונקציה וקטורית, על סמך הגדרת הנגזרת של 

)כי   וחיהוכ )'( ) '( ), '( ), '( )r t x t y t z t=. 

 

3חלקיק נע לאורך עקום מרחבי  (11 22 , 3 , 2sin5tx t t y e z t−= + = − =. 

0tבזמן עבור החלקיק,   את:  וחשב ,=

 . המהירות . א

 . גודל המהירות .ב

 . התאוצה  . ג

 ה.גודל התאוצ  .ד

 .י המהירות והתאוצהקטור  ו וית בין והז .ה

 

2נתון רדיוס וקטור של נקודה כפונקציה של זמן  (12

0

1
( )

2
r t v t gt k= −, 

כאשר 
0 01 02 03(0) ( , , )v v v v v=  המהירות ההתחלתית.  =

 את המהירות והתאוצה והערכים שלהם.  ומצא

 

2cosחלקיק נע על העקומה  (13 , 2sinx t y t= =. 

 . t  את מהירות החלקיק ואת גודל מהירותו ברגע וחשב . א

את מסלול החלקיק, והוסף לשרטוט את וקטור המיקום ואת   ושרטט .ב
0.25tוקטור המהירות ברגע  =  כאשר עקבו של וקטור המהירות ,

 ממוקם בראש וקטור המיקום. 

 וקטור המהירות, ושבכל רגע וקטור המיקום ניצב ל והרא . ג
 . וקטור התאוצהניצב לו וקטור המהירותו

 

)מהירות   (14 )v t  נתונה על ידישל חלקיק  ( ) (2, 1, 10 )v t t= − −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  ,= (0,0,100)r =. 

)את משואת התנועה של החלקיק    ומצא )r r t=. 

 

)  תאוצה (15 )a t נתונה על ידי ,של חלקיק  ( )( ) 18cos3 , 18sin 3 ,0a t t t= −. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא בנקודה  = (2,0,1)r  )נקרא גם רדיוס וקטור תחילתי( =

(0)ובמהירות  (0,2,4)v =. 

)ואת התנועה של החלקיק  ומצא את מש )r r t=. 
  

1
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)וקטור המצב )המיקום( של חלקיק נתון על ידי  (16 )2 2( ) 2 5 3, 5, 3r t t t t t= − + − −. 

גודל המהירות של החלקיק יהיה מינימאלי ומהו גודל  tעבור איזה ערך של  
 המהירות המינימאלי של החלקיק. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (17

)את הנקודה על המסלול   ומצא . א )2 2( ) 5 (2 1) 3r t t t t t= − + + +i j k  שבה וקטורי

 המהירות והתאוצה ניצבים זה לזה.

)וקטור המצב )המיקום( של חלקיק נתון על ידי  .ב ) cos sint tr t e t e t= +i j. 

)שהזווית בין   והרא )v t ו- ( )a t את הזווית הזו. ו קבועה ומצא 
 

: אם המהירות של חלקיק קבועה בגודלה אז וקטורי המהירות והתאוצה  וחיהוכ (18
 שלו ניצבים זה לזה.

 

)  את העקמומיות ורדיוס העקמומיות של העקום וחשב (19 ) ( )2 ,0, tr t t=. 

 

)על ידי  ן הירות של חלקיק נתווקטור המ (20 )( ) 2, 1, 10v t t= − −. 

1tמצאו את רדיוס העקמומיות של וקטור המיקום )המצב( של החלקיק ברגע  =. 

 

)  ידיוקטור התאוצה של חלקיק נתון על  (21 )( ) 8cos 4 ,8sin 4 ,0a t t t=. 

0tברגע  (0)החלקיק נמצא במהירות  = (0,2,4)v =. 
מצאו את רדיוס העקמומיות של וקטור המיקום )וקטור המצב( של החלקיק ברגע 

4
t


=. 

 

)הוא מעגל שמרכזו בנקודה   Cהעקום   (22 , )a b רדיוסו R. 

 .C  העקוםאת העקמומיות ואת רדיוס העקמומיות של   ומצא . א

 שמעגל העקמומיות של העקום מתלכד עם העקום.  וחיהוכ .ב

)שמרכזו של מעגל העקמומיות הוא  וחיכלומר, הוכ , )a bרדיוסו R. 

 

)ן העקום נתו (23 ) (4cos ,3sin )r t t t=   0כאשר 2t  . 
באילו נקודות על העקום העקמומיות שלו מקסימלית ובאילו נקודות על 

מינימלית. באילו נקודות על העקום רדיוס  העקום העקמומיות שלו 
העקמומיות שלו מקסימלי ובאילו נקודות על העקום רדיוס העקמומיות שלו 

את כל התוצאות   ימואת מעגלי העקמומיות בנקודות לעיל. הדג ומינימלי. מצא
 באיור.

 

1
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)נתון העקום  (24 )3 3( ) cos ,sinr   =. 

רדיוס העקמומיות שווה לשלוש פעמים האורך בכל נקודה על העקום ש וחיהוכ
 מהראשית למשיק לעקום.  של האנך

 

)ממדי, שהיא גרף של פונקציה -נתונה עקומה במרחב דו  (25 )y f x= . 

 שהעקמומיות היא  והרא

( )( )
3

2 2

''( )
( )

1 '( )

y x
x

y x

 =

+

. 

 

נתון העקום  (26
1

y
x

=. 

 את רדיוס העקמומיות של העקום.   ומצא . א

 על העקום את הנקודה בה רדיוס העקמומיות מינימלי. ומצא .ב
 מהו רדיוס זה?

 בסעיף ב. נמצאהאת מעגל העקמומיות שמתאים לנקודה ש  ומצא . ג

 

4את רדיוס העקמומיות של העקום   ומצא (27 4 2x y+  .(1,1)בנקודה =
 באיור את התוצאה שקיבלת. ימוהדג

 מהו מרכז העקמומיות ומהי משוואת מעגל העקמומיות בנקודה הנ"ל? 

 

2נתונה הפרבולה  (28 8y x=. 

 -את הנקודות על הפרבולה בהן רדיוס העקמומיות שווה ל  ומצא . א
125

16
. 

  הנמצאאת מעגל העקמומיות עבור הנקודה ברביע הראשון ש  ומצא .ב
 בסעיף א'.

 

)הוא מעגל שמרכזו בנקודה  Cהעקום  (29 , )a b רדיוס וR. 
 העקום. את העקמומיות ואת רדיוס העקמומיות של   ומצא

 

3נתון העקום  (30 3cos , sinx y = =. 

/בנקודה בה   6 =: 

 את רדיוס העקמומיות.  וחשב . א

 את משוואת מעגל העקמומיות/נישוק.   ומצא .ב

 שרדיוס העקמומיות שווה לשלוש פעמים האורך של האנך וחיהוכ . ג
 מהראשית למשיק לעקום.
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)עקומה מישורית מיוצגת על ידי    (31 )( ) ( ), ( )r t x t y t=. 

 שהעקמומיות היא  והרא
( )

3/2
2 2

| ' '' ' '' |
( )

( ') ( ')

x y y x
t

x y


−
=

+
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (32

)את רדיוס העקמומיות של   וחשב . א , 0) cos , sina b x a t y b t = 0t -ב = =  

/-וב 2t =. 

,3 וביהצ .ב 2a b=  פירוש גיאומטרי לתוצאה מסעיף א.   נוות =
 את מעגלי העקמומיות.   ואת מרכז העקמומיות ושרטט ובמיוחד מצא

 

)שהעקמומיות של עקומה הנתונה על ידי הצגה קוטבית  והרא (33 )r f =  היא 

( )( )

2 2

3
22 2

2( ') ''
( )

'

r r r r
k

r r


+ − 

=

+

. 

 

2sinrאת העקמומיות של  וחשב (34 =   עבור/ 6 =. 
 פירוש גיאומטרי לתוצאה שקיבלת.  נות

 

1העקמומיות של  רדיוס את  וחשב (35 cosr = /עבור   + 2 =. 
 פירוש גיאומטרי לתוצאה שקיבלת.  נות

 את מעגל העקמומיות ואת מרכז העקמומיות.  ובמיוחד מצא
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 תשובות סופיות 

0.  1א (1 4t     2א  .( )(4) cos4 , ln 4, 2r = − 

)ב.   )2( ) sin , cos ,cosr t t t t=   .2ג 3, ,x t y t z t= = = 

א.  (2
( )

2cos , 3sin

( ) 2cos ,3sin

x t y t

r t t t

= =

=
ב.    

( )

2 0.5, 3 1.5,

( ) 2 0.5,3 1.5,

x t y t z t

r t t t t

= − = − =

= − −
 

ג. 
( )

2 4

2 4

, ,

( ) , ,

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
ד.     

2 2

2 2

, 1, 1
4 4

( ) , 1, 1
4 4

t t
x t y z

t t
r t t

= = − = +

 
= − + 
 

 

ה. 
( )

2

2

3cos , 3sin , 9cos

( ) 3cos ,3sin ,9cos

x t y t z t

r t t t t

= = =

=
 

21,20,10)א.  (3 )e   .ב( )42 ,42 ,10 tt t e  .7,6,10)ג 10)e−  .ה. כן. ד. כן 

)א.  (4 )
5

3 6

6

| ' | 12
4sin 4 ,4cos 4 ,4 , 4 1 ,

1

dr dr d r t
t t t t

dt dt dt t
= − = + =

+
 

 הוכחה.שאלת ב. 

)א.  (5 )3'( ) 4cos4 , ,4t tr t t e te t= )ב.    + , , ) (0,0,0) (4,1,0)x y z s= + 

)ג.  , , ) (1,1,1) (1,2,4)x y z s= ד.    +
1

(1,2,0)
5

 

2ב.      (9,3,5)א.  (6 0.5y z + = 

7) ( ) ( )
1 1

( ) 3cos , 3sin ,4 , ( ) ( sin , cos ,0), ( ) 4cos , 4sin , 3
5 5

T t t t N t t t B t t t= − = − − = − − 

 שאלת הוכחה. (8

4המישור הניצב      (9 12 114x y z+ + 24מישור הנישוק , = 12 2 16x y z− + =, 

76מישור היישור   143 54 292x y z+ − =. 

 שאלת הוכחה. (10

)ג.  140ב.   (2,6,10)א.  (11 )0,  120.46ה.   12ד.    −12,0

12) ( ) ( )2 2 2

01 02 03 01 02 03( ) , , , ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0,0, , | ( ) |v t v v v gt v t v v v gt a t g a t g= − = + + − = − = 

א.  (13
( ) ( 2sin , 2cos )

| ( ) | 2

v t t t

v t

= −

=
 ג. שאלת הוכחה.   ב.    

 

14) 2( ) (2 , , 5 100)r t t t t= − − + 

15) ( ) ( 2cos3 4,2sin 3 4 ,4 1)r t t t t t= − + − + 

16) min (1) 6v v= = 

1
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א.  (17
19 3 3

, ,
16 2 16

 
− 
 

45ב.   
4 rad


 = = 

 שאלת הוכחה. (18

19) 

( )

( )
3

2 2

3
2 2

4 12
,

2
4 1

t

t

 
+

= =

+

 

20) 
21 21

2
 = 

21) 
2

, 6.5
13

 = = 

,א.  (22 1/R R = -מכאן, רדיוס העקמומיות של העקום הוא קבוע ושווה ל. =

R - ושווה לועקמומיות העקום קבועה . =
1

R
  ב. שאלת הוכחה.   .=

,0עבור  מקסימלית העקמומיות  (23 , 2t  =  אז העקמומיות תהיה
4

9
 = 

 -ושווה ל  מינימליבנקודות אלה רדיוס העקמומיות יהיה 
9

4
עקמומיות  . 

/עבור  מינימלית  2,3 / 2t  =  אז העקמומיות תהיה
3

16
 בנקודות אלה   =

 -ושווה ל מקסימלי רדיוס העקמומיות יהיה 
16

3
. 

 שאלת הוכחה. (24

 שאלת הוכחה. (25

א.  (26
( )

3
4 2

2

1
( )

2 | |

x
x

x x


+
= 

 .2ובמקרה זה הוא  (1,1)ב. רדיוס העקמומיות מינימלי בנקודה 

2ג.  2( 2) ( 2) 2x y− + − = 

רדיוס:  (27
2

3
; מרכז העקמומיות:  

2 2
,

3 3

 
 
 

; 

2משוואת המעגל בנקודה:  2( 2 / 3) ( 2 / 3) 2 / 9x y− + − =. 

א.  (28
9

3,
8

y x=  2ב.   = 2 2( 59 / 8) ( 27 /16) (125 /16)x y− + + = 

29) 
1

, R
R

 = = 

א.  (30
3 3

4
 )ב.   = )

22 27
1

16
x y+ +  ג. שאלת הוכחה. =

 שאלת הוכחה. (31

1
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א.  (32

3 2 3 2

2 2

(0) ( / 2)

(0) ( / 2)

ab a ab b

b b a a

b a

a b

  

  

= = = =

= =

 

 ב.  
 שאלת הוכחה. (33
34) 1 = = 
 ראו שרטוט: (35

 

1
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פרק 5 - אינטגרלים כפולים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים כפולים י 35

2. החלפת סדר אינטגרציה  י 38
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 אינטגרלים כפולים

 שאלות 

 : 3-1בשאלות  את האינטגרליםחשבו 

1) ( )
1 1

0 0

x y dxdy+  

 

2) 
2

1

2

0

x

x

xy dydx  

 

3) 
2

2 2

0 0

sin  

a

d r dr



   

 

)באינטגרל   , )
D

f x y dxdy , ר:את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאשהציבו 

4) D–  :משולש בעל הקודקודיםB(1,1),A(1,0),O(0,0). 

 

5) D –  :משולש בעל הקודקודיםB( 2,1),A(2,1),O(0,0)−. 

 

6) D –  :טרפז בעל הקודקודיםC(0,1),B(1,2),A(1,0),O(0,0). 

 

7) D –   2עיגול 2 1x y+ . 

 

8) D –   2עיגול 2x y y+ . 

 

9)  2( , ) | 1,D x y y y x=   

 

10)  2 2( , ) |1 4D x y x y=  +  

  

1
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 : הבאיםאת האינטגרלים חשבו 

11) 2

D

xy dxdy, כאשר  D  2חסום ע''י הפרבולה 4y x=   1והישרx =. 

 

12) 
4D

dxdy

x−, כאשר  D מעגל צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה של  חסום ע''י

 .(2,2) השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל 

 

13) | |
D

x y dxdy, כאשר  D  עיגול בעל הרדיוסa,  .שמרכזו בראשית     

 

14) 2 2( )
D

x y dxdy+ ,כאשר D מקבילית בעלת הצלעות  

( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x = = = + =. 

 

15) 
2 2

cos

D

y
dA

y +, כאשר  D 1  התחום הכלוא בין, 0, ,x y y y x = − = = =. 

 

 

  

1
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 שובות סופיות ת

1) 1 

2) 
1

40
  

3) 
3

3

a
  

4) 
1 1 1

0 0 0

( , )  ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx=    

5) 

22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

( , ) ( , )  ( , )

y

x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
− − −

+ =      

6) 
1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

( , )  ( , ) ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

+

−

= +      

7) 

22

2 2

11 1 1

1 11 1

( , ) ( , )

yx

x y

dx f x y dy dy f x y dx

−−

− −− − − −

=    

8) 

2
2

2
2

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

( , ) ( , )

x
y y

y yx

dx f x y dy dy f x y dx

+ −
−

− − −− −

=    

9) 
2

1 1 1

1 0

( , ) ( , )

y

yx

dx f x y dy dy f x y dx
− −

=    

10) 

2 2

2 2

2 2

2 2

4 11 1

2 14 4

4 41 2

1 11 4

( , ) ( , )

( , ) ( , )

y y

y y

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

− − −−

− −− − − −

− −

− − − −

+ +

+ +

   

   

 

11) 
32

21
 

12) 
16 2

8
3

− 

13) 
4

2

a
 

14) 414a 

15) 0 

1
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 החלפת סדר אינטגרציה

 שאלות 

 : 6-1בשאלות  סדר אינטגרציה באינטגרלים  ופיהחל

1) 

2 2

0

( , )
x

x

f x y dydx  2) 
2

2 2

6
1

4

( , )
x

x

f x y dydx
−

−
−

  

3) 

2

3

1

0

( , )
x

x

f x y dydx  4) 

2

2

1 1

1 1

( , )
x

x

f x y dydx
−

− − −

  

5) 

22 2

1 2

( , )
x x

x

f x y dydx
−

−
  6) 

ln

1 0

( , )
e x

f x y dydx  

 

 

 (: את סדר האינטגרציה ושנאת האינטגרלים הבאים )רמז:  וחשב

7) 
3

4 2

0

x

y

e dxdy  8) 

43

0 1

( )

y

x y dxdy

−

+  

9) 

2/3

2

2

1

0

( , 0)
y

x

y

x y e ydxdy   10) 

4 4
2

0

sin( )
x

y dydx  

 

  

1
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 הערות סימון 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

     

     

 

 

 
 

לא מקפידים, ורושמים למשל את האינטגרל מוסדות שבהם , ישנם לב מושי
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx  כך:  
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy רישום זה אינו שגוי מאחר שכפל  . 

 .זהים dydx-ו dxdy מיםהוא חילופי. כלומר הרישו

  

2 1 

1
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 סופיות תשובות 

1) 
2 4 2

0 /2 2 /2

( , ) ( , )

y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+    

2) 

2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

+ −

− − + − +

+    

3) 

31

0

( , )

y

y

dy f x y dx  

4) 

2

2

1 10 1

1 0 11

( , ) ( , )

y y

yy

dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − −− −

+    

5) 

21 11

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx

+ −

−

  

6) 
1

0

( , )
y

e

e

dy f x y dx  

7) ( )81
1

3
e − 

8) 
241

60
 

9) 
1

( 2)
4

e − 

10) 
1

(1 cos16)
2

− 

1
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פרק 6 - שימושי האינטגרל הכפול

תוכן העניינים
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 שימושי האינטגרל הכפול

 שאלות 

 : העקומים  י"החסומים ע שטחי התחומיםאת  וחשב 4-1בשאלות 

1) 22, 4 4x y x y+ = − = 

 

2) 2 5
( 0) ,

2
a xy a x y a = + = 

 

3) 2 29 , 9 9y x y x= − = − 

 

4) 23, 4x y y x+ = = 

 
 

 : החסומים ע''י המשטחים נפחי הגופיםאת  וחשב 10-5בשאלות 

5) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

6) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

7) 2 2
( 0) 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

8) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

9) 
2

2( 0) 1,
4

y
z x z y + = = 

 

10) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 

  

1
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)ללוח דק בצורת משולש, שקדקודיו הם  (11 ) ( ) ( )0,1 , 0,0 , 1,0, 

.יש פונקציית צפיפות  ( , )x y xy = 

 את מסת הלוח.  וחשב . א

 את מרכז הכובד של הלוח.  וחשב .ב

 

)ללוח דק בצורת מלבן  (12 ), | ,
2 2 2 2

b b a a
R x y y x

 
= −   −   
 

, 

 יש פונקציית צפיפות קבועה )הלוח הומוגני(. 
 . z-את מומנט ההתמד של הלוח סביב ציר ה  וחשב
 .M, של הלוח באמצעות המסה  התשובהאת  ובטא

 

2של חלק הגליל  שטח הפניםאת   ומצא (13 2 4x z+   הנמצא מעל למלבן ,=

 ( , ) | 0 1, 0 4R x y x y=    ,   שבמישורxy . 
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 תשובות סופיות 

1) 
64

3
 

2) 2 15
2ln 2

8
a
 

− 
 

 

3) 32 

4) 
64

3
 

5) 
5

6
 

6) 
88

105
 

7) 
17

6
 

8) 
1

16
5

 

9) 
8

3
 

10) 36 

א.  (11
1

24
ב.    

2 2
,

5 5

 
 
 

 

12) 
( )2 2

12

M a b+
 

13) ( )1
5 5 1

6
 − 

1
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תוכן העניינים

1. מבוא מתמטי לפרק י 44
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 מבוא מתמטי לפרק

 שאלות

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (1

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (2

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו (3

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וג יהצ (4 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21הציגו את התחום הבא בצורה פולרית:   (5
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 
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 להלן שני איורים, ובכל איור תחום.  (6
 גה פולרית ותארו במילים כל אחד מהתחומים. כתבו כל אחד מהתחומים בהצ

 איור א                                                               איור ב                          

               
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

א.  (1
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

. א (2
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד. 
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (3
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0ב.    2, 0.25 1.25r       

4) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 

 

5) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (6
1

0 0
cos 3

r





     .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    

1
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 אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות )פולריות(

 שאלות 

2חשבו   (1 2

D

x y dA+,   כאשרD  .התחום המתואר בשרטוט 

 את האינטגרל המתקבל לאחר המעבר לקואורדינטות קוטביות.חשבו בסעיף ט אל ת* 

  .ג  .ב  .א

   

   

  .ו  . ה  .ד

   

   

  .ט  . ח  .ז
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 תוך מעבר לקואורדינטות קוטביות:  ,17-2בשאלות את האינטגרלים חשבו 

2) 

21 1

1 0

x

dydx
−

−
  3) 

2

2

1 1

1 1

x

x

dydx
−

− − −

  

4) 

211
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  5) 

2

2

11
2 2

1 1

( )

y

y

x y dxdy

−

− − −

+  

6) 

2 2

2 2

a a x

a a x

dydx
−

− − −

  7) 

242
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  

8) 

6

0 0

y

xdxdy  9) 

2

0 0

x

ydydx  

10) 

2

0 0

2 2
1 1

2

1
x

dydx
x y− − −

+ +
  11) 

2

1 0 2 2

2 2
1 1

4

1
y

x y
dxdy

x y− − −

+

+ +  

12) 

2 2

2 2
ln 2ln2

0 0

y
x ye dxdy

−
+

  13) 

2

2 2
1 1

( )

0 0

x
x ye dydx

−
− +

  

14) 

21 ( 1)2

2 2
0 0

x
x y

dydx
x y

− −
+

+  15) 
2

2 0
2

0 1 ( 1)y

xy dxdy

− − −

  

16) 

2

2

11
2 2

1 1

ln( 1)

y

y

x y dxdy

−

− − −

+ +  17) 

2

2

1 1

2 2 2
1 1

2

(1 )

x

x

dydx
x y

−

− − −
+ +  

 

 : המתואר נפח הגוףאת חשבו  20-18שאלות ב

2  הגוף הכלוא בין פני הכדור (18 2 2 9x y z+ + 2 בין הגלילל = 2 1yx + =. 

 

2 הגוף הכלוא בתוך הגליל (19 2 2x y y+ 2 בין החרוט ,= 2z x y=   מלמעלה +

 מלמטה.  xyמישור  הלבין 

 

2  הגוף הכלוא בתוך הגליל  (20 2x y x+ 2 בין הפרבולואיד ,= 21z x y= − −

 מלמטה.  xyמלמעלה לבין מישור  

 

2החסום על ידי   שטח התחוםאת חשבו  (21 2 2 , 0, 3x y x y y x+ = = =. 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
128

3


ב.   

32

3


ג.  

64

3


ה.  42ד.   

64

3


 

ז.   32ו. 
16

3


ח.   

32

9


ט.  

1

3 cos
2

0 0

r drd





  

2) 
2


 3)  4) 

8


 5) 

2


 

6) 2a 7) 2 8) 36 9) 
4

3
 

10) ln
2

e
 11) (4 ) − 12) 

4
ln

2 e


 13) 

( 1)

4

e

e

 −
 

14) 1
2


+ 15) 

4

5
− 16) 

4
ln

e
 17)  

18) 
(108 64 2)

3

−
 

19) 
32

9
 

20) 
5

32


 

21) 
3

3 4


+ 

1
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 החלפת משתנים באינטגרל כפול )יעקוביאן(

 שאלות 

את האינטגרל הכפול חשבו  (1
R

x y
dA

x y

−

+,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

3הישרים   , 1 , 1,y x y x y x y x= − = − = − = . 

 

xyאת האינטגרל הכפול חשבו  (2

R

e dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

 פונקציותה
1 2

, 0.5 , ,y x y x y y
x x

= = = =. 

 

את האינטגרל הכפול חשבו  (3
1 1

sin ( )cos ( )
2 2

R

x y x y dA+ −,  כאשרR הוא 

) בצורת משולש שקדקודיו הםהתחום  ) ( ) ( )A 0,0 , B 2,0 , C 1,1. 

 

4)את האינטגרל הכפול חשבו  (4 8 )
R

x y dA+,  כאשרR בצורת  התחום  הוא

)הם:  שקדקודיהמקבילית  ) ( ) ( ) ( )A 1,3 , B 1, 3 , C 3, 1 , D 1,5− − −. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (5 216 9
R

x y dA+,  כאשרR הכלוא התחום  הוא

בתוך האליפסה 
2 2

1
9 16

x y
+ =. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (6

R

y dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

2  עקומותה 21 2
, , 1, 2y y xy xy

x x
= = = =. 

 

xאת האינטגרל הכפול חשבו  (7 y

R

e dA+

,  כאשר ( , ) | | | | 1|R x y x y= + . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

ln 3
4

 

2) 21
( ) ln 2

2
e e− 

3) 
1

1 sin 2
2

− 

4) 192 

5) 96 

6) 
3

4
 

7) 
1

e
e

− 

1
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 אינטגרלים משולשים ושימושיהם

 שאלות 

 : 4-1בשאלות את האינטגרלים חשבו 

1) 
1

0 0 0
6

z x z
xzdydxdz

+

   

 

2) 
23 1 1

0 0 0

z
yze dxdzdy

−

   

 

3) ( )  2, , 0 1, 1 2, 0 3 ,
B

B x y z x y z xyz dV=   −      

 

4) ( ) , , 0 1 , 0 ,0 1 , 6
B

B x y z x y x z x y xydV=       + +  

 

 

 : אינטגרציהעל ידי שינוי סדר  ,8-5בשאלות את האינטגרלים חשבו 

5) 
( )2

4 1 2

0 0 2

4cos

2y

x
dxdydz

z   

 

6) 
2

2

1 1 1

0 0
12 zy

x
xze dydxdz   

 

7) 
3

2 21 1 ln3

20 0

sinx

z

e y
dxdydz

y

 
   

 

8) 
22 4

0 0 0

sin 2

4

x x z
dydzdx

z

−

−   
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 י המשטחים: ל ידהחסומים ע נפחי הגופיםאת חשבו  14-9בשאלות 

9) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

10) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

11) ( ) 2 2
0 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

12) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

13) ( )
2

20 1,
4

y
z x z y + = = 

 

14) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 

 
 

 .rורדיוס הבסיס שלו  hגליל שגובהו   המסה ואת מרכז הכובד שלאת חשבו  (15
 ית למרחק הנקודה מבסיס הגליל, לפרופורציונשהצפיפות בכל נקודה  וחיהנ

)כלומר, פונקציית הצפיפות היא מהצורה  ) ( )0 , ,k x y z kz =. 

 

של התיבה ההומוגנית )פונקציית צפיפות קבועה(  מומנט ההתמדאת חשבו  (16

 ( , , ) 0 , 0 , 0|V x y z x a y b z c=      ,   הסביב ציר -z. 

 .M ,התיבהשל  המסה באמצעות  התשובהאת  ובטא
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 

2) ( )31
1

3
e − 

3) 
27

4
 

4) 
65

28
 

5) 2sin 4 

6) 3 6e− 

7) 4 

8) 
2sin 4

2
 

9) 
5

6
 

10) 
88

100
 

11) 
17

6
 

12) 
1

16
5

 

13) 
8

3
 

14) 36 

15) ( ) 2 22 1
, , 0,0, ,

3 2

h
x y z M kh r

 
= = 
 

 

16) ( )2 21

3
M a b+ 

1
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 אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 :המשולשים   את האינטגרלים וחשב  4-1בשאלות 

1) 
( )2 2

2 2 2

2

1 1
2

0 1
21

x y

x x y

x
xy dzdydx

+

− +

− − −   

 

2) 
2

2 2 2

1 1 1

1 1

x

x x y
dzdydx

−

− − − +   

 

3) 
2 2 2

2 2

2 2 4

0 0 4

x x x y

x y
dzdydx

− − −

− − −   

 

4) 
2 2 2

2

2 4 4
2 2 2

2 4 0

x x y

x
z x y z dzdydx

− − −

− − −
+ +   

 

2גוף כלוא בגליל   (5 2 9x y+ לבין מחצית פני הכדור  , מלמטה xy  מישורהבין  ,=

2 225z x y= −  מלמעלה.  −

 שלו.  המרכזהגוף ואת    נפחאת  וחשב

 

את הנפח ואת המרכז של גוף החסום על ידי פני הכדור   וחשב (6
2 2 2 16x y z+ + 2ועל ידי החרוט   ,מלמעלה = 2z x y=  מלמטה.  +

 

2את נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי פני הכדור   וחשב (7 2 2 16x y z+ + = 

2ומלמטה על ידי החרוט   2z x y=  על ידי מעבר לקואורדינטות גליליות.  ,+

 

החסום על ידי הפרבולואיד  ,xy  מישור האת הנפח של התחום מעל  ומצא (8
2 2z x y= 2והגליל   + 2 2x y a+ =.| 

 

2את הנפח הכלוא בין    וחשב (9 2z x y= 2ובין   + 22z x y= − +. 
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2zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (10 2ומלמטה על ידי   = 2z x y= +. 

 בשלוש דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 בקואורדינטות כדוריות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחת נפח חרוט.  .ג

 

1zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (11 ומלמטה על ידי   =
2 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 בשתי דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

   1את הנפח המוגבל בין כדור שמרכזו בראשית ורדיוסו  וחשב (12
 . 1ורדיוסו  (0,0,1)לבין כדור שמרכזו בנקודה  

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

2בתוך הכדור  נפח הגוף החסום את   וג יהצ (13 2 2 4x y z+ +   ומחוץ לגליל  =
2 2 1x y+  בשלוש דרכים:  ,=

 על ידי שימוש בקואורדינטות קרטזיות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .ב

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ג

 

לבין כדור   1את נפח הגוף בתומן הראשון המוגבל בין כדור שרדיוסו   וחשב (14
 בשלוש דרכים:, 2שרדיוסו 

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .א

 בקואורדינטות גליליות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחה ידועה לחישוב נפח כדור.  .ג

 

 ללא חישוב אינטגרלים חשב את האינטגרלים הבאים:  (15

 .א
2 1 2

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






−

= = =

=    

 .ב

2

cos sin2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

  

 

  
+

= = =

=    
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 את האינטגרלים הבאים:  וללא חישוב אינטגרלים חשב (16

 .א
22 0.5 0.5 0.25

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






+ −

= = =

=    

 .ב
cos2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

 

 

  
= = =

=    
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 תשובות סופיות 

1) 4 

2) 
3


 

3) 
24 32

9

 −
 

4) 
32

5


 

5) 
122

( , , ) (0,0,1107 / 488) ,
3

x y z V = = 

6) 
64

( , , ) (0,0,1.5 / (2 2)) , (2 2)
3

x y z V = − = − 

7) ( )64
2 2

3


− 

8) 4

2
a


 

9) 
5

6
  

10) 
8

3


 

11) 
5

3
 

12) 
5

12
 

א.  (13

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

4 42 4 1 1

2 14 4 1 4

1 1

z x y z x yx x

x xy x z x y y x z x y

V dzdydx dzdydx

= − − = − −− −

=− =−=− − =− − − =− − =− − −

= −      

ב. 
2

2

2 2 4

0 1 4

1

z r

r z r

V rdzdrd






= −

= = =− −

=     .ג
5 /6 2 2

2

/6 0 1/sin

sin
r

V r drd d

 

   

  
= = =

=    

14) 
7

6
 

15) 
2

3


 

16) 
8


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אינפי 3
פרק 11 - החלפת משתנים באינטגרלים משולשים (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרלים משולשים י 58
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 החלפת משתנים באינטגרלים משולשים )יעקוביאן(

 שאלות 

)2את  וחשב (1 )
G

z y xydV−, כאשר G המוגבל על ידי המשטחים  גוףהוא ה 

4, 2, 1, , 3, 1xy xy z y z y x x= = = + = = =. 

 

של האליפסואיד   נפחאת ה וחשב (2
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

2את  וחשב (3

G

x dV,  כאשרG  האליפסואידהוא  
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =. 

 

:התחום המוגבל על ידי המשטחים  נפחאת  וחשב (4
2 24 , , 4 12, 4 , 2 ,y z y z y x y x y z y z= = = − = = =. 

 

)את  וחשב (5 ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 4

G

x y z dV− − −+ +,  כאשרG כדור  הוא 

)שמרכזו  בנקודה   . 1ורדיוסו  1,2,4(

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 2ln3 

2) 
4

3
abc 

3) 
34

15
a bc 

4) 
105

32
 

5)  

1

פרק 11החלפת משתנים באינטגרלים משולשי...

58

58



אינפי 3
פרק 12 - אינטגרלים משטחיים ושימושיהם

תוכן העניינים

1. אינטגרלים משטחיים מסוג 1 י 59

2. אינטגרלים משטחיים מסוג 2 י 61

3. הצגה פרמטרית של משטח  י (ללא ספר)
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 Iמסוג אינטגרלים משטחיים 

 שאלות 

 את האינטגרל המשטחי:  וחשב 5-1 שאלותב

1) 2

S

x yzdS ,  כאשרS 1 הוא המישור 2 3z x y= + +, 

[0,3] מלבןה מעל  [0, 2]R = . 
 

2) 

S

xdS ,  כאשרS 20 הוא המשטח 2 , 0 2 , 4x z y x z    = +. 

 

3) 

S

yzdS ,  כאשרS  3הוא המישורz y= 2 שכלוא בתוך הגליל ,+ 2 1yx + =. 

 

4) ( )2 2

S

x z y z dS+ ,  כאשרS   2הוא חצי הכדור 2 20 , 4z x y z + + =. 

 

5) 
S

xyzdS,   כאשרS  חלק החרוט הוא( , ) cos sin 3u v u v u v u= + +r i j k, 

1המקיים   2 , 0
2

u v


   . 

 

 .Rשל כדור בעל רדיוס  הפניםשטח את  וחשב (6
 

2היא חלק הפרבולואיד   Sהיריעה הדקה  (7 2z x y= 1zשמתחת למישור  ,+ =, 

)0וצפיפותה   , , )x y z =,  .קבועה 

 היריעה.  מסתאת  וחשב
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 171 14 

2) 
33 33 17 17

6

−
 

3) 2 / 4 

4) 16 

5) 93 / 10 

6) 2
4 R 

7) ( )0 5 5 1
6


− 

1
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 IIאינטגרל משטחי מסוג 

 שאלות 

את האינטגרל  וחשבהבאות  בשאלות
S

dsF n  (n הוא נורמל חיצוני של S). 

 .Sדרך   Fאת השטף של שדה הזרימה   ובניסוח אחר: חשב

 

1) 2 2(2 )x z x y xz= − + −F i j k ;S המישורים:  ל ידיהוא פני הקובייה הנקבעת ע

0, 1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =. 

 

2) 2 3x y z= − +F i j k ;S   2הוא פני הכדור 2 2 1x y z+ + =. 

 

3) 2(2 ) ( 3 )xy z y x y= + + − +F i j k ;S י ל יד הוא פני הפירמידה הנקבעת ע

2 המישורים 2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =. 

 

4) 5 2 3= + +F i j k ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0z, שבו  − . 

 

5) ( )0 2 3 1z y= − + − −F i j k, S  4הוא חצי כדור שמרכזו בראשית, רדיוסו 

 .xy  והוא נמצא מעל המישור

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
11

6
 

2) 
8

3


 

3) 27 

4) 12 

5) 16− 
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אינפי 3
פרק 13 - משפט הדיברגנץ (גאוס)

תוכן העניינים

1. משפט הדיברגנץ י 62
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 משפט הדיברגנץ )גאוס(

 שאלות 

 . את משפט הדיברגנץ ואשר 3-1שאלות ב

את האינטגרל  וחשב ,כלומר
S

dsF n,  ואת האינטגרל
G

div dV F, 

 .(S הוא נורמל חיצוני של n)שווים זה לזה  שהם ווהרא
 (עמוד הבאהערת סימון ב ו)רא

1) 2 2(2 )x z x y xz= − + −F i j k ;S הוא פני הקובייה  G, 

,0הנקבעת ע"י  המישורים:  1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =. 

 

2) 2 3x y z= − +F i j k  ;S   הוא פני הכדורG, 2 2 2 1x y z+ + =. 
 

3) 2(2 ) ( 3 )xy z y x y= + + − +F i j k; S  הוא פני הפירמידהG, 

2 הנקבעת ע"י המישורים: 2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =. 

 

2פני הגוף הכלוא בגליל  S יהי (4 2 9x y+ 0zבין המישורים   ,= 2z-ו = = . 

3  וקטוריוהשדה השל  שטףאת ה וחשב 3 2x y z= + +F i j k   דרךS. 

 כלומר, חשב את
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ  S . 

 

 את וחשב (5
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S. 

 ( )2 3z x xy z= − − +F i j k; S   הגוף החסום על ידי:הוא פני 

20, 3, 4 , 0x x z y z= = = − =. 

 

) את וחשב (6 ) ( )2 3 22 2

S

x y z xy y zxz dydz dzdx dxdy− ++ +, 

2 גוף החסום על ידיהוא פני ה S כאשר 2 2 , 0z a x y z= − − =. 

 

2  פתוחמשטח  Sיהי  (7 20 4 , 16y x z  +  )גליל ללא הבסיסים(. =

2 וקטוריושל השדה ה  Sדרך   שטףאת ה וחשב 55z y x= + +F i j k. 

 את וכלומר, חשב
S

dsF n, כאשר  n רמל חיצוני שלוהוא נ   S. 

1
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 את וחשב (8
S

dsF n, כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S. 

2 2
2

2 2

2 (1 ) 1
6 2 arctan

1 1

x y xz y y
yz x y

y y

 
  
 

+ + +
= + + −

+ +
F i j k; 

S  2חלק הפרבולואיד הוא 24z x y= − 0zשבו   ,−   (. פתוח)המשטח 

 
 

 הערת סימון

)לפי משפט הדיברגנץ, בהינתן שדה וקטורי  , , ) ( , , ) ( , , )f x y z g x y z h x y z= + +F i j k , 

 :מתקיים
G S

div dV dS=  F F n. 

 

 : ניסוחים נוספים של משפט הדיברגנץ

( )

( )

G S

x y z

G S

x y z

G S

dV dS

f g h dV dS

f g h dV fdydz gdzdx hdxdy

 = 

+ + = 

+ + = + +

 

 

 

F F n

F n  

 
 
 
 
 

 תשובות סופיות 

הערך המשותף הוא  (1
11

6
. 

 הערך המשותף הוא (2
8

3
. 

 .27הערך המשותף הוא  (3

4) 279 

5) 16 

6) 
52

5

a
 

7) 0 

8) 4− 
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אינפי 3
פרק 14 - משפט סטוקס (גרין במרחב)

תוכן העניינים

1. משפט סטוקס י 64

63

63



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 משפט סטוקס 

 שאלות 

 .שמשפט סטוקס אכן מתקיים וקבד 3-1 שאלותב

)את האינטגרל  וחשב ,כלומר )curl

S

ds F n,  ואת האינטגרל
C

d F r, 

 (. עמוד הבאהערת סימון ב ו)ראשווים זה לזה  שהם ווהרא
 

1) 2 3 5z x y= + +F i j k ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0zשבו   ,− . 

 

2) ( ) ( ) ( )2 24 3 2x y xy xz z= + − + − + +F i j k ;S  חצי כדור שמרכזו שפת הוא

 .xyוהוא נמצא מעל המישור  4בראשית, רדיוסו 
 

3) 2( )y z xz y= + − +F i j k ;S  משטח התחום בשמינית הראשונההוא , 

2 המישורים החסום על ידי 6, 2x z y+ =  ושאינו כלול, =

 .xy מישורב . א

2yמישור ב .ב =. 

2מישור ב . ג 6x z+ =. 

 

2את האינטגרל  וחשב (4 3 24
C

x dx xy dy y xdz+ +,  כאשרC מלבן   עקומה בצורת

 .(1,0,0)- ומשם ל  (1,3,3)-, משם ל(0,3,3)-ל (0,0,0)- מ

 

 את האינטגרל וחשב (5
C

d F r, כאשר ( ) ( ) ( )2 2 2x y y z z x= + + + + +F i j k; 

,(1,0,0)שקדקודיו הם  ,היא שפת המשולש C-ו (0,1,0), (0,0,1), 

 (. z-מהכיוון החיובי של ציר ה   ,הפוך לכיוון השעון )במבט מלמעלה וכיוונה
 

)את  וחשב (6 )
S

dS  F n,  כאשרyz xz xy= + +F i j k ;ו-S  הוא החלק של

2  הכדור 2 2 4x y z+ + 2הכלוא בתוך הגליל   ,= 2 1x y+  .xy למישורומעל  ,=

  

1
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)את  וחשב (7 )
S

dS  F n, 3 כאשר 2( ) ( ) 3x z x yz xy= − + + −F i j k; 

2משטח החרוט הוא  S-ו 22z x y= −  .xy-מישורמעל ל   ,+

 

 

 

 הערת סימון

)לפי סטוקס, בהינתן שדה וקטורי  , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y z f x y z g x y z h x y z= + +F i j k, 

curl) :מתקיים )
C S

d dS =  F r F n. 

 ניסוחים נוספים של משפט סטוקס: 

( )

(curl )

(Rot )

( )

( ) ( ) ( )

C S

C S

C S

y z z x x y

C S

d dS

d dS

d dS

fdx gdy hdz h g f h g f dS

 = 

 = 

 =  

+ + = − + − + − 

 

 

 

 

F r F n

F r F n

F r F n

i j k n

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 .12הערך המשותף הוא  (1

 .−16הערך המשותף הוא  (2

 −18ג.   −9ב.    −6: א.  הערך המשותף הוא (3

4) 90− 

5) 1− 

6) 0 

7) 12 

1
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אינפי 3
פרק 15 - אינטגרלים התלויים בפרמטר (גזירה ואינטגרציה תחת סימן

האינטגרל)

תוכן העניינים

1. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 66

2. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל אמיתי) י 68

3. אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר י 69

4. גזירה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 71

5. אינטגרציה תחת סימן האינטגרל (אינטגרל לא אמיתי) י 73

65

65
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל חשבו  (1
1 4

0
ln

x x
dx

x

−
. 

 

)את האינטגרל חשבו  (2 )
1

0

, 0
ln

m nx x
m n dx

x

−
 . 

 

את האינטגרל חשבו  (3
1

2

0

ln(1 )

1

x
dx

x

+

+. 

 

את האינטגרל חשבו  (4
2

cos

0

cos(sin )xe x dx



. 

 

)כי  הוכיחו  (5 )
2

0

1 1
ln 1 cos ln

2
x dx




 
 + −

+ =  
 
 

 , עבור| | 1 . 

 

)חשבו  (6 )2

0
ln 1 2 cos x dx



 − +,   1עבור  . 

 

את האינטגרל חשבו  (7
( )

1

2
2

0

1

1
dx

x+
. 

 

)את האינטגרל חשבו  (8 )
1

0

0, (ln )p mp m x x dx  . 

 

את האינטגרל חשבו  (9
2

0

1

(2 cos )
dx

x



−. 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ln 2.5 

2) 
1

ln
1

m

n

+ 
 

+ 
 

3) ln 2
8


 

4) 2 

 שאלת הוכחה. (5

6) ( )2

0

0 1
ln 1 2 cos

2 ln 1
x dx

 
 

  

 
− + = 


 

7) 
2

8

 +
 

8) 
( 1)

( 1) !

( 1)

m

m

m

p +

−

+
 

9) 
2

27


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל חשבו  (1
1

0
ln

b ax x
dx

x

−
,   0עבורb a . 

 

את האינטגרל חשבו  (2
0

cos
ln

cos

b x
dx

a x


−

− ,  עבור, 1b a . 

 

כי  הוכיחו  (3
2

2 2 2 2

0

( sin ) ( sin ) 2 ( )b x a x dx b a



 − − − = − ,   לכלa ו-b. 

 חישוב ישיר. על ידיאינטגרציה תחת סימן האינטגרל וגם   על ידי בשתי דרכים, גם    ורהערה: פת 
 

 בהינתן הנוסחה (4
2

2
0

1 2

sin 1
dx

x




 
=

+ −
 ,  1עבור , 

   כיהוכיחו 
2

0

5 3sin 9
ln 2 ln

5 4sin 8

x
dx

x




+   

=   
+   

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

ln
1

b

a

+ 
 

+ 
 

2) 
2

2

1
ln

1

b b

a a


 + −
 
 + − 

 

 שאלת הוכחה. (3

 שאלת הוכחה (4

1
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 אינטגרל לא אמיתי התלוי בפרמטר

 הערה חשובה 

 נושא זה הוא הרקע התיאורטי הנדרש להצדקת הגזירה והאינטגרציה תחת סימן

 ילמדו בהמשך.ינושאים ש ,עבור אינטגרלים לא אמיתיים האינטגרל

 לנושא זה כלל. יםרק בצד הטכני החישובי ולא נכנס יםמסתפק וסדותחלק מהמב

 . נדרש או לא נושא זהאו מרצה הקורס האם \ ו ת\מתרגלבררו עם 

 .דלגו היישר לנושאים הבאים , במידה ולא

 !בהצלחה

 

 שאלות 

נתון האינטגרל  (1
0

( ) cos( )xe kx dx 


−= , כאשר  k  .ממשי 

0שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור  הוכיחו  a  . 

 

נתון האינטגרל  (2
( )2

0

1
( )

n
dx

x
 





=
+

, כאשר  n  .טבעי 

1שהאינטגרל מתכנס במידה שווה עבור  הוכיחו  . 

 

שהאינטגרל הוכיחו  (3
2

0

1 cos
( ) x x

e dx
x

 


− −
=    0מתכנס במידה שווה עבור . 

 

נתון האינטגרל  (4

2 2(1 )

2

2

0

( )
1

x

e
dx

x



 

+
−

=
+. 

 .  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו 

 

נתון האינטגרל  (5
0

( ) xe dx 


−=    0עבורk  . 

 שהאינטגרל תלוי בפרמטר. הוכיחו את האינטגרל ו וחשב . א

0kהמקיים  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכל  הוכיחו  .ב   . 

  

1
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נתון האינטגרל  (6
0

( ) n xx e dx 


−= . 

המקיים     ולכלטבעי  n  שהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו 
0k  . 

 

נתון כי    (7
2 /2( ) xe dx 



−

−

= ,  0כאשרk  . 

 שהאינטגרל מתכנס במידה שווה.הוכיחו 

 

נתון האינטגרל  (8
2 2(1 )/2

0

xe dx


− +

. 

0kשהאינטגרל מתכנס במידה שווה לכלהוכיחו   . 
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים כנסו לאתר  –השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה 
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 גזירה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות 

את האינטגרל  חשבו (1
0

n xx e dx



−

. 

 
טבעי מתקיים:   n שלכלהוכיחו  (2

( )

/2

2

1
2

0 0

1 1 3 5 ... (2 1)
cos

2 4 6 ... (2 ) 21

n

n

n
dx xdx

nx






+

    −
= =

   +
 . 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (3

את האינטגרל  חשבו . א
2 /2xe dx



−

−

. 

את האינטגרל  חשבו .ב
2

0

xe dx



−

. 

 
 : ינטגרלחשבו את הא (4

 . א
2 /2n xx e dx



−

−

 ,  כאשרn. 

 .ב
210

0

xx e dx



−

 

 . ג
0

xxe dx



−

 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (5

את האינטגרל  חשבו . א
0

sin
( 0) x x

e dx
x




− . 

את האינטגרל    חשבובעזרת סעיף א'  .ב
0

sin x
dx

x



. 

 )אין צורך לנמק מתמטית את החישוב(
  

1
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 תשובות סופיות 

1) !n 

 שאלת הוכחה. (2

ב.     2א.  (3
2


 

1זוגי אז   n אם, ו0זוגי אז -אי n  אםא.  (4 3 5 ... ( 1) 2n     −  . 

ב.  
945

64
   .ג

2


 

arctanא.  (5
2


− ב.   +

2


 

1
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 אינטגרציה תחת סימן האינטגרל )אינטגרל לא אמיתי(

 שאלות 

 את חשבו (1
0

ax bxe e
dx

x

 − −−
,   0עבורb a k  . 

 

 את חשבו (2
2

0

cos cosax bx
dx

x


−

,   0עבורb a k  . 

 

 את חשבו (3
2

2

0

ln(1 )x
dx

x


+

. 

 

0bכי עבור   וחיהוכ (4 a  ו-r, מתקיים 
2 2

2 2

0

1
cos ln

2

ax bxa e b r
rx dx

x a r

 − −− +
=

+. 

 

 :הוכיחו (5

) . א )
0

sin
, 0 arctanx rx r
r e dx

x






− = 

) .ב )
2

2 2

0

1 cos
, 0 arctan ln 1

2

x rx r a r
r e dx

x a a




−  − 
 = − +  

   
 

) . ג ) 2 2

0

1 cos 1 1
0 arctan ln 1

2

x x
e dx

x

 


 



− −  
 = − + 

 
 

 

 :וחיהוכ (6

 . א
2

0

1 cos

2

x
dx

x




−
= 

 .ב
2

2

0

sin

2

x
dx

x




= 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (7

כי  הוכיחו  . א
0

sin

2

x
dx

x




=. 

את האינטגרל  חשבו .ב
3

0

sin x
dx

x



. 

 

 את חשבו (8
2

0

xe dx



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ln
b

a
 

2) ( )
2

b a


− 

3)  

 שאלת הוכחה. (4

 שאלת הוכחה. (5

 שאלת הוכחה. (6

ב.   א. שאלת הוכחה. (7
4


 

8) 
2


 

1
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אינפי 3
פרק 16 - פונקציות גמא ובטא (פונקציות אוילר)

תוכן העניינים

1. פונקציית גמא י 75

2. פונקציית בטא י 77
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 ת גמאיפונקצי

 שאלות 

 :וחיהוכ (1

) . א 1) ( )n n n + = ,  לכלn. 

) .ב 1) !n n +  .nלכל  ,=

 

 הבאים:סעיפים ה, ללא מחשבון, כל אחד מוחשב (2

 . א
82 (41)

(43)




 

 .ב
(2.5)

4 (0.5)




 

 . ג
(2.25)

(4.25)




 

 .ד
( 2.5)

(0.5)

 −


 

 

(0.5)כי   וחיהוכ (3  =. 

 

 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (4

3 . א

0

xx e dx



−

 

5 .ב 2

0

xx e dx



−

 

 

 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (5

 . א
3

0

xxe dx



−

 

 .ב
22

0

axx e dx



−

 
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 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (6

 . א
210

0

4 x dx



−

 

 .ב
1

0

1

ln
dx

x−
 

 

כי   וחיהוכ (7
1

1

0

( 1) !
(ln )

( 1)

n
m n

n

n
x x dx

m +

−
=

+,   כאשרn 1-ו m−  . 

 

 אינו מוגדר.   (0)כי   וחיהוכ (8
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 שאלות הוכחה. (1

א.  (2
1

21
ב.    

3

16
ג.   

16

107
ד.    

8

15
− 

 שאלת הוכחה. (3

ב.    6א.  (4
6

5!

2
 

א.  (5
1

3
   .ב

1.54a


 

א.  (6
40ln 4


 ב.   

 שאלת הוכחה. (7

 שאלת הוכחה. (8

1
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 בטאת יפונקצי

 שאלות 

 :וחיהוכ (1

) . א ) ( ), ,B m n B n m= 

) .ב )
/2

2 1 2 1

0

1
(sin ) (cos ) ,

2

m nx x dx B m n


− − = 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

)כי   וחיהוכ . א )
( ) ( )

( )
,

m n
B m n

m n

 
=

 +
,, כאשר  0m n . 

כי   וחיהוכ .ב
( ) ( )

( )

/2
2 1 2 1

0
sin cos

2

m n
m n

x xdx
m n


− −

 
=

 + כאשר ,, 0m n . 

 

 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (3

) . א )
1 34

0
1x x dx− 

 .ב
2

2

0 2

x dx

x−
 

4 . ג 2 2

0

a

y a y dy− 

 

 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (4

 . א
/2

6

0
sin xdx



 

 .ב
/2

4 5

0
sin cosx xdx



 

4 . ג

0
cos xdx



 

 

כי   וחיהוכ (5
/2 /2

0 0
sin cosp pxdx xdx

 

=   שווה ל - 

 . א
( )1 3 5 1

2 4 6 2

p

p

    −

   
 שלם חיובי זוגי.p, אם 

 .ב
( )2 4 6 1

1 3 5

p

p

    −

   
1p, אם   זוגי.-שלם חיובי אי 
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 את האינטגרלים הבאים:  וחשב (6

 . א
/2

6

0
cos xdx



 

 .ב
/2

3 2

0
sin cosx xdx



 

 . ג
2

8

0
sin xdx



 

 

נתון  (7
1

0 1 sin

px
dx

x p





−


=
+. 

)כי   וחיהוכ . א ) ( )1
sin

p p
p




  − 0, כאשר = 1p . 

  וחשב .ב
40 1

dy

y



+ . 

 

   וחשב (8
2

3 3

0
8x x dx−. 

 

כי   וחיהוכ (9
1 2

4

0

( (1/ 4))
1

6 2
x dx




− =. 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה. (1

 שאלת הוכחה. (2

א.  (3
1

280
ב.     

64 2

ג.  15
6

32

a
 

א.  (4
5

32


ב.     

8

315
ג.   

3

8


 

 שאלות הוכחה. (5

א.  (6
5

32


ב.     

2

15
ג.   

35

64


 

ב.   א. שאלת הוכחה. (7
2 2


 

8) 
16

9 3


 

 שאלת הוכחה. (9
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